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Conjunto de problemas 4.2

En los problemas 1y 2 calcule la suma de Riemann que se sugiere
para cada figura.
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En los problemas del 3 al 6 calcule la suma de Riemann Ef(f,-) Ax;
i=1

para los datos que se dan.

3. f(x) =x - 1;P:3<375<425<55<6<T,
X =3,%=4X;=475X,=6,Xs = 65

4. f(x)=—x/2+3P-3<-13<0<09<2;
%] = —2,%2 = _OS,Y'; = O,fz‘ =2
5. f(x) =x%/2 + x;[-2,2] se dividi6 en ocho subintervalos igua-
les, X; es el punto medio.

6. f(x)=4x>+1;[0,3] se dividié en seis subintervalos iguales, X;
es el punto del extremo derecho.

En los problemas del 7 al 10 utilice los valores que se dan de ay b y ex-
prese el limite dado como una integral definida.

n

lim > (%)*Ax;a=1,b=3

7.
1PI=0 A

8. \Il’ﬁm E(x, + 1) Axza=0,b=2

n 72

9, lim Ax, =-1,b=1
upu—»o,211 +x

n

10. lim > (senX,)’Axsa=0,b=m
IPI—0 /=

En los problemas del 11 al 16 evaliie las integrales definidas con
el uso de la definicion, como en los ejemplos 3 y 4.

2 2
11. / (x + 1) dx 12. / (x* + 1) dx
0 0

Sugerencia: utilice X; = 2i/n.
1 1
13. / (2x + 7) dx 14. / (3x% + 2) dx
-2 -2

Sugerencia: utilice X; = —2 + 3i/n.

5 10
15. / (x + 1) dx 16. / (x* + x) dx
JOo -10

En los problemas del 17 al 22, por medio de la propiedad aditiva para

intervalos y las formulas adecuadas para dreas de la geometria plana,
b

calcule f(x) dx, donde ay b son los extremos izquierdo y derecho

a
para los cuales f estd definida. Comience por elaborar una grifica de
la funcion que se da.
x si2<x=5

(1) £ =
3x si0=x =1

18. flx) = {Z(x—1)+2 sil<x=2

1-x* si0=x=1
‘f {x—l

sil<x=2
2. f(x)={”4_x

2=x=0
—2x — 2

si0=x=1
2 sil<x=2

si0 <x =2
@f(x): VA - x-A=x=A
2. f(x)=4—Ixl,-4=x=4

En los problemas del 23 al 26 se da la funcion velocidad para un obje-
to. Suponiendo que el objeto estd en el origen en el instante t =0, deter-

mine la posicion en el instante t = 4.
23. 0(t) = 1/60 o) =1+ 2

_Jt2 si0=t=2
B = Go<r=4
26 v(r)—{\/4_tz si0=t=2
: 0 si2<t=4

En los problemas del 27 al 30 se graficé la funcion velocidad de un ob-
jeto. Utilice esta grdfica para determinar la posicion del objeto en los
instantes t =20, 40, 60, 80, 100 y 120, suponiendo que el objeto estd en
el origen en el instante t =0.
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31. Recuerde que [x] denota el mayor entero que es menor o
igual a x. Calcule cada una de las integrales que estdn a continua-
Ci(’)}l)‘l. Puede utilizar razonamiento geométrico y el hecho de que

/ x*dx = b3/3. (Esto iiltimo se demuestra en el problema 34.)
0

3
(a) [x]dx (®)

-3 -3

3 3
_ 2
[ (=1 [ = tiras

(c) x = x
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3 3
(e) [3|x|dx @[3x|x|dx
w2 2
2
(2) l]|x|[[x]|dx @[1x|[x}]dx

32. Sea funa funcién impar y g una funcién par, y suponga que
1 1
/ [f(x)ldx = / g(x) dx = 3. Utilice un razonamiento geomé-
0 0

trico para calcular cada una de las siguientes integrales:

1
(®) / ) dx
ot
@ [ Fewias

1 1
© / () dx 0 / @) d

b
33. Demuestre que / xdx = %(b2 — @) al completar el si-
a
guiente argumento. Para la particién a = x, <x; <--- <x, =D, elija-
se X; = %(xi,l + x;). Entonces, Rp = ﬁ:}fi Ax; = %il(x,- + xi_q)
i= i=
(x; — x;_1). Ahora simplifiquese Rp (suma telescépica) y tomese el

limite.

4.3

El Primer Teorema
Fundamental del Calculo

y la integral definida es

b
34. Demuestre que / xrdx = %(b3 — @) por medio de un ar-

a

gumento parecido al del problema 33, pero utilizando X; = [%(x,z,l +

X;i_1X; + x?)}l/z. Supongaque 0 = a < b.

Muchos sistemas de dlgebra computacional (CAS, del inglés
computer algebra sistem) permiten la evaluacion de sumas de Rie-
mann para la evaluacion de los puntos frontera izquierdo, frontera de-
recho o medio. Mediante tal sistema, en los problemas del 35 al 38
evaliie las sumas de Riemann con 10 subintervalos utilizando evalua-
ciones de los puntos izquierdo, derecho y medio.

2 1
35. /(x3+ 1) dx 36. /tanxdx
0 0

1 3
37. / cos x dx 38. / (1/x) dx
0 1

39. Demuestre que la funcién f, definida por

si x es racional

=1

no es integrable en [0, 1]. Sugerencia: demuestre que no importa qué
tan pequena sea la norma de la particién || P|,la suma de Riemann
puede hacerse que tenga el valor 0 o 1.

si x es irracional

Respuestas a la revision de conceptos: 1.suma de Riemann

b
2. integral definida; / F(xX) dx 3. Apiva - Aubgjo 45
a

El célculo es el estudio de limites y, hasta ahora, la derivada y la integral definida son
los dos limites mds importantes que hemos estudiado. La derivada de una funcién fes

f'(x) = Jim

fx+h) — fx)
h

b n
/f(x) dx = lim > f(x;) Ax;

[P[—0 /=

Parece que estas dos clases de limites no tienen relacién entre si. Sin embargo, hay una
conexion muy estrecha, como lo veremos en esta seccion.

Es habitual que a Newton y Leibniz se les atribuya el descubrimiento del calculo
de manera simultdnea, aunque independiente. No obstante, los conceptos de la pen-
diente de una recta tangente (que condujo a la derivada) se conocian desde un tiempo
anterior a ellos, pues fue estudiado por Blaise Pascal e Isaac Barrow afios antes que
Newton y Leibniz. Y Arquimedes habia estudiado dreas de regiones curvas 1800 afios
antes, en el siglo III a. C. Entonces, ;por qué se les adjudica el crédito a Newton y Leib-
niz? Ellos entendieron y explotaron la intima relacién entre antiderivadas e integrales
definidas. Esta importante relacién se denomina Primer Teorema Fundamental del

Calculo.

Primer Teorema Fundamental del Calculo En su carrera de matemético ha
encontrado varios “teoremas fundamentales”. El Primer Teorema Fundamental de la
Aritmética dice que un nimero entero se factoriza de manera tinica como un producto
de primos. El Teorema Fundamental del Algebra dice que un polinomio de grado n tie-
ne n raices, contando las raices complejas y las multiplicidades. Cualquier “teorema
fundamental” debe estudiarse con cuidado y luego consignarlo de manera permanente

en la memoria.



